
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی المپیاد ریاضیی دوم یازدهمین دورههای مرحلهمسأله

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

  شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.نویس که به شما داده میبر روی هر برگه پیش 

  ای ننویسید.بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه نیچخطدر زیر 

 نماید.آوری را ملاحظه و جمع هاآنتا مسئول مربوط بتواند  دیدارنگهی خود را در دسترس و کارنامه نامهیمعرف 

  نباشد، مجاز است. یزیربرنامهقابلمهندسی که  حسابنیماشاستفاده از 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 ول شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به مسئهنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 حوزه تحویل دهید.

  اعلام خواهد شد. خردادماهنتایج این آزمون در اواخر 

 است. شدههیته کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳72ریاضی سال لمپیاد ی ادوره یازدهمین

-                                  6                                     ۱۸۰ 

 تذکرات آزمون:

 پژوه گرامی، خواهشمند است قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه کنید:ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

  است.دقیقه  ۱۸۰و وقت آن ی تشریحی مسأله 6این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 داشته باشند.ی سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 استفاده از ماشین حساب ممنوع است.



 

۲     
 

 

 

 ۱۳7۲سال                            ۱۱دوم دوره مرحله 

 ۱۳7۲ماه آموزان کشور، بهمندانش

 

pباشد، آنگاه ثابت کنید عدد  3تر از عددی اول و بزرگ pاگر        -1 pA 7 6  پذیر است.بخش 43بر  1

 

 ای مانند شده است. اثبات یا رد کنید که شرط لازم و کافی برای اینکه نقطهداده Sو مساحت  cو  a ،bبه اضلاع  ABCمثلث          -2

      P  ی آن از سه رأس مثلث مزبور به ترتیب ای که فاصلهگونهوجود داشته باشد بهدرون آنx ،y  وz  باشد، آن است که مثلثی به

وجود داشته  S3و مساحت  yو  c ،xو مثلثی به اضلاع  S2و مساحت  zو  b ،x، مثلثی به اضلاع S1و مساحت  zو  a ،yاضلاع 

Sباشد که  S S S1 2 3
 

 

  ه برای هر ـد کـی باشـرا پیدا کنید که دارای این ویژگ mترین عدد طبیعی دو عدد طبیعی باشند. کوچک rو  nکنیم فرض می       -3

}mیافراز مجموعه             , ,..., }1 Aی زیرمجموعه rبه  2 A..., ,2 و  1
r
A  دریکی از

i
A هاi r( پیدا شوند  bو  aدو عدد  1(

ای که گونهبه
a

b n

1
1  باشد. 1

 

nتعداد        -4 Aنقطه  2 A..., ,2 و  1
n
A نقطه ]ای[ روی یک خط راست واقع نیستند ای که هیچ سهگونهاند بهشدهحه دادهـدر صف

ی و هر دونقطه
i
A  وjA خط یا با پارهi j

AA ای مانند اند و یا نقطهبه هم متصل
k
A ای ـهطـخوجود دارد که با پاره

i k
AA و 

j k
AA .به این دونقطه متصل است 

 های لازم را پیدا کنید.خطالف( حداقل تعداد پاره

nب( در حالتی که  AAAو  6 AAA1 2 3 4 5 خط لازم است افزوده شود تا شرایط ضلعی محدب باشد، حداقل چند پارهیک شش 6

 بالا برقرار گردد.

 

 ها از این دو ی[ نقاط روی آنط راست وجود دارد که ]همهـت خـایـنهدو خط متنافر باشند، آنگاه ثابت کنید بی D2و  D1اگر        -5

 اند.فاصلهخط به یک            

 

fای که کسر گونهای با ضرایب حقیقی باشند بهدو چندجمله g(x)و  f(x)اگر        -6 x

g x

( )

( )
 مقداری گویا  xنهایت عدد گویای برای بی 

fگردد، آنگاه ثابت کنید              x

g x

( )

( )
 ای با ضرایب گویا نوشت.توان به شکل نسبت دو چندجملهرا می 
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 ۱۳7۲سال                       ۱۱دوره  دوممرحله 

 ی المپیاد ریاضیی دوم یازدهمین دورهمرحله هایمسألهحل 

 ۱۳7۲ماه دانش آموزان کشور، بهمن

 

pعددی اول است پس  pچون        -1 (mod )1 6  . 

(mod )6 67 1 6 1 6  

k k (mod )6 67 1 6 1 6 

k k (mod )6 1 6 17 1 6 7 6 1 43  

(mod )5 57 6 1 43  

t t (mod )6 5 5 5 5 67 7 1 6 1 6 43 

p                     pبرای هر  p (mod )7 6 1 43 

 

 کنیم که گیریم. فرض میرا در نظر می ABCالاضلاع شرط غلط است. مثلث متساوی       -2

a b c x y z, ,
3 21

1
3 3

   

Sوجود دارد که مساحت آن برابر است با  zو  a ،yمثلثی به اضلاع  /1 3  yو  b ،xهایی به اضلاع . به همین ترتیب مثلث 12

3/و مساحت  که باید  PCزیرا طول  PC=zو  PA=x ،PB=yیافت که  ABCرا داخل  Pتوان وجود دارد. اما نمی 12

 ، بیشتر است.1ترین ضلع مثلث یعنی درون مثلث باشد از طول بزرگ

 

mاگر        -3 rn r  اعداد ،rn ،1rn+ و . . . ،rn + r گیریم. دو تا از این اعداد دریکی از را در نظر میiA  ها قرار دارند پس 

i
a b A a rn i rn r
a b b rn j rn n

, 1
1   

mبرای  rn r  آوریم.یک مثال می  1

iبرای هر  r1  کنیمتعریف می 

i
A x x i i{ | (mod )}   

aگیریم که می  iAرا دو عضو از  bو  aها دارای شرایط مسأله هستند.  iAکنیم ادعا می b   اگرi r  ،k  وl  وجود دارند

aکه طوریبه kr i   وb lr i . 

          
a kr i l r r

b lr i lr i lr i

( )1
1   

r

lr l

1
1 1  

             
n

1
1   



 

۴     
 

 

 

 ۱۳7۲سال                            ۱۱دوم دوره مرحله 

rاگر  i  ،k  وl  و  وجود دارند که. 

a kr k l

b lr l l l

1 1
1  

n

1
1 

پس درهرصورت اگر 
a

b
باشد، از  1تر از بزرگ  

n

1
mشود. پس نیز بیشتر است و حکم برقرار نمی 1 r n( )1 . 

 

4-        n nدهد که با . شکل نشان می 1  حل است.خط مسأله قابلپاره1

 

 

 

 

nاین ادعا را که اقلاً  n کنیم. برای ثابت می nخط لازم است با استقرا روی پاره 1 مسأله بدیهی است فرض کنیم برای  2

n k  درست باشد. اکنونk ینقطه 1
 
A1 ،A2 و . . . ،

 k
A که طوریگیریم بهرا که دارای شرایط مسأله باشند در نظر می 1

خط وصل شده است )چرا؟(. کم به یکی از این نقاط فقط یک پارهباشد. در این صورت دست kهای شکل کمتر از خطتعداد کل پاره

kطه خواهیم داشت )با حفظ شرایط مسأله( که کمتر از نق kخط را از شکل حذف کنیم درنتیجه اگر این نقطه و این پاره خط پاره 1

 اند که مخالف فرض استقراست.به هم وصل شده

 شود.خط شرایط مسأله برقرار میب( با توجه به شکل با اضافه کردن پاره

 

 

 

 

 

 

 

 

 

خط شرایط مسأله برقرار شود بدون اینکه از کلیت مسأله کاسته خطی اضافه کنیم ولی اگر با اضافه کردن یک پارهوضوح پارهاولاً باید به

AA1ها )با توجه به تقارن شکل( خطشود این پاره AA1یا   3 هستند که در هر دو صورت نقاط  4
 

A2  و
 

A5  دارای شرایط مسأله

 توان شرایط مسأله را برقرار کرد.خط نمینیستند. پس با اضافه کردن تنها یک پاره

 

را روی  Mی دلخواه نقطه       -5
 

D2 گیریم. از در نظر میM  را موازی با خطD1 ی بین مساز زاویهـیـی نهـکنیم. صفحرسم می 

          D2  و، (Pرا با صفحه ) و  ی هم فاصلهD1، (Qقطع می ،) دهیم. محل تقاطعP  وQ  نامیم. اگر می راA ای از نقطه

 آید.نهایت خط به دست میبی Mفاصله است. با تغییر دادن به یک و  D2است از  Pدر  Aباشد چون  

a krb lr

A1  

A2  

A3  

A4  
A6  

A5  



 

 

5 
 

 

 

 ۱۳7۲سال                       ۱۱دوره  دوممرحله 

 بگیریم  mرا  gو درجه  nرا به  fی دهیم. اگر درجهاثبات را با استقرا روی مجموع درجات صورت و مخرج انجام می روش اول.       -6

nکنیم شود )فرض میانجام می m+n استقرا روی             m  اگر .)m n به یکی از دو صورت زیر  f، حکم واضح است.  1

 است.

f x p
x a

g x q

( )
( )

( )
   

f x p

g x q x a

( )

( ) ( )
 

گیریم را یکی از اعدادی می x0درست است.  m+nکنیم برای درست باشد. ثابت می m+nفرض کنیم حکم برای همه اعداد کمتر از 

که 
f x

g x

( )

( )
t گویاست و   x( گیریم را می (

f xf x

g x g x

( )( )

( ) ( )
0

0

 پس 

f x f x
t x x x t x

g x g x

( ) ( )
( ) ( ) | ( )

( ) ( )
0 0

0 0 0
0 0

0  

f x g x f x g x
t x x x u x

g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
0 0

0
0

 

u x( xشود. )زیرا گویاست گویا می tبه ازای هر یک از اعداد گویایی که  0( x0 ).هم گویاست 

mبرابر  uهای صورت و مخرج و مجموع درجه n است. پس   1
p x

u x
q x

( )
( )

( )
ای با ضرایب گویا دو چندجمله qو  pکه  

 هستند. اما 

f xf x
t x

g x g x

( )( )
( )

( ) ( )
0

0

 

f x
x x u x

g x

( )
( ) ( )

( )
0

0
0

  

x x p x f x g x q x

q x

( ) ( ) ( ) / ( ) ( )

( )
0 0 0 

جای ی مخرج کمتر بود، بهی صورت از درجهاگر درجه
g f

f g
 دهیم. گیریم، و کار را ادامه میکند در نظر میرا که در شرایط صدق می  ,

کنیم اگر باشد. ثابت می mی از درجه gو  nی از درجه fکنیم فرض میروش دوم. 
f

g
nبه ازای   m مقدار گویا، گویا شود   1

آنگاه 
f

g
 ای با ضرایب گویا نوشت.صورت تقسیم دو چندجملهتوان بهرا می 

n f m g t n mdeg( ), deg( ), 1   

t t i i

f f f

g g g
,..., , ,..., ,1 1   

p ی ای از درجهرا یک چندجملهn و  1ترین درجه برابر با ضریب بزرگq ی ای از درجهرا یک چندجملهm کهطوریگیریم بهمی 



 

6     
 

 

 

 ۱۳7۲سال                            ۱۱دوم دوره مرحله 

i i i
p q i t, ,...,1  

تساوی بالا صدق  tای جدید در تقسیم کنیم دو چندجمله fدر  را بر ضریب  gو  fهایی وجود دارند زیرا اگر ایچنین چندجمله

 کنند. می
n n

n n
p x a x a x a( ) ...1

1 0  
m m

m m
q x b x b x b( ) ...1

1 0 

 و مجموعه معادلات 
n n m m
i n i m i m i
a a b b b... ...1 1

1 0 1 0  

iبرای  m n, ,...,1 2 jدارای جواب است )  1
a   وjb اند( و چون ضرایب دستگاه گویا هستند، دستگاه دارای ها مجهول

 گویا هستند.  qو  pی گویاست. پس ضرایب ریشه

 از 

i i

i i

p f
i m n

q g

( ) ( )
, ,...,

( ) ( )
1 1 

 شود نتیجه می

i i
pg fq i m n, ,...,1 1 

mاست و به ازای  pg ،m+nو  fqی درجه n  مقدار برابرند؛ پس  1

p f
pg fq

q g
 

 

 

nx


